VI - Elettrostatica nel vuoto

Forza e caricadettrica

Lalegge di Coulomb asserisce che la forza elettrica tra due cariche puntiformi g; e g, poste
adistanzary, I'unadal’ atranel vuoto é data da:
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con k = costante el ettrostatica= 8,9910 o2
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£ o= costante dielettrica del vuoto = 8,85[10™* ——.
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Quando sono presenti piu cariche eettriche, valeil principio di sovrapposizione:
F=YF
2
La forza esercitata da una distribuzione continua di cariche (volumetrica, superficiale o lineare) su
una carica puntiforme é ottenuta integrando gli effetti delle cariche infinitesime che costituiscono la

particolare distribuzione.

Il campo elettrico

Una qualungue distribuzione di cariche crea un campo elettrico nello spazio circostante.
Considerando una carica di prova (o sufficientemente piccola collocata nel campo, il vettore campo

glettrico E & definito come:

E = lim
%-0(,

Laforza che agisce su una carica puntiforme q postain un dato campo elettrico E &
F=qE
Il campo el ettrico generato in un punto P da una singola carica puntiforme g nella posizioner; €

—

E =

q

4rey 1 °

dove rig € la distanza tra la carica g ed il punto P mentre f,, & il versore diretto lungo la

congiungente g; e P ed orientato da g aP.
L’intensita del campo el ettrico generato da piu cariche e data dal principio di sovrapposizione:



Il campo generato da una distribuzione continua di cariche, si ottiene invece per integrazione.

Potenziale e ettrico

Il campo generato da una carica puntiforme & centrale e pertanto conservativo; s puo
dunque introdurre il concetto di differenzadi potenziale:

V, -V, = —}E [oll
A

con E campo elettrico creato dalla carica puntiforme e y  umqualunque lineatra A e B immersa nel
campo.
Il potenziale el ettrico aladistanzar da una carica puntiforme g situata nell’ origine e dato da:

se s assegnail valore zero a potenziae adistanzainfinita.
Per un sistemadi cariche puntiformi, il potenziale é dato da:

_ 1l q
V=2,

dove la somma € estesa a tutte le cariche ed rig € la distanza dell’i-esima carica dal punto P dove si
deve calcolareil potenziale.
Per una distribuzione continua finitadi carica:

Se la distribuzione di carica non € finita non si deve usare la formula sopra, perche in essa é
implicito che il potenziale al’infinito € nullo. S deve pertanto ricorrere alla definizione di
differenzadi potenziae (p. es. nel caso del piano indefinito uniformemente carico).

Se énoto il potenziale, il campo elettrico puo essere determinato tramite:

E = —gradV = -0V

Lalegge di Gauss

Il flusso elettrico dovuto al campo elettrico E che attraversa una superficie qualsias &

AE)= !E 0, dx



Lalegge di Gausslegail flusso elettrico attraverso una superficie chiusa ala carica total e racchiusa
nella superficie stessa:

=)= (£ g g5 = dn
oE) [Edddz =2

La legge di Gauss € equivalente ala legge di Coulomb per interazioni statiche ma, diversamente
dallalegge di Coulomb, vale anche per campi hon statici.
La legge di Gauss € anche uno strumento potente per determinare i campi elettrici dovuti a
distribuzioni di carica con un elevato grado di simmetria.

| conduttori

1
2.

Il campo el ettrostatico all’ interno di un conduttore e nullo

Il campo el ettrostatico immediatamente fuori da un conduttore € perpendicolare ala superficie e
assume il valore o/2¢, dove o € la densita superficide di carica locae (che non é
necessariamente costante)

=_ 0 .
E=—-u,
2¢,

Un conduttore, se non presenta cavita non conduttrici contenenti una carica, pud avere una
carica solo sulla superficie esterna.

Energia potenziale elettrostatica di un sistemadi cariche

L’ energia potenziale di un sistema di cariche puntiformi €
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che puo essere riscritta come:
1
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dovev; rappresentail potenziale generato nella posizione della carica g; datutte le altre cariche.
Quando si haa che fare con un sistema macroscopico continuo si scriveral’integrae:

.= 5 oy, 2V oy, 2

dove p (xy,2) rappresenta la densita di carica, V(X,y,2) rappresenta il potenziale in (x\y,2), dr
I”’elemento di volumeintorno al punto (x,y,2).
Si puo anche scrivere:

U, :J"SOZEZ dr :J’uedr




doveI’integrale indefinito € esteso atutto |o spazio e

&,E?

eladensitadi energia elettrostatica.
Condensatori
| condensatori sono dispositivi per I’accumulo di carica elettrica e di energia e consistono

tipicamente di due conduttori con cariche uguali ed opposte q (induzione completa).
Indicando cond Vladifferenza di potenziale, la capacitadi un condensatore € definita come:

- Q
AV

L’ energia potenziale accumulatain un condensatore puo essere scritta come:

Problema 1

Considerate tre cariche positive uguali di valore g poste ai vertici di un triangolo equilatero di lato s
(vedere figura), determinare:

a) Laforzache agisce sullacaricachesi trovanel vertice B.
b) 1l campo el ettrico totale E; nel punto medio dellabase A.

c) Il campo €eettrico e il potenziale nel punto C in cui s intersecano le bisettrici dei tre angoli del
triangolo.

Suggerimento: Si ricordi che per leforze ed i campi elettrici valeil principio di sovrapposizione.



Soluzione;

a) Laforzaélarisultante di quelle esercitate dalle altre due cariche:
2
F :‘Ifl + Ifz‘ =F, 2H +cos” = \3F, =31 q—2
0 30 artg, s

b) Il campo €elettrico in A e dato solo da quello generato dalla carica in B perché le altre due
generano campi uguali ed opposti:

= 1 2 - 1 9°-
E, = ) d 1= 3 q_ZJ
71€, o 3 778, S
2
dove s étenuto conto che AB & I’ altezza del triangolo equilatero e si @indicato con | il versore da

A verso B.

c) C e equidistante dalle tre cariche. 1l campo €elettrico in C € nullo per simmetria, mentre il
potenziae eil triplo di quello generato da una sola carica:

vo_3 9 ._38gq
dnig, S 4mng s
NE

Ove s/+/3 &ladistanzaBC.

Problema 2

Due piccole sfere cariche sono appese a due corde di ugual lunghezza | (come in figura), che
formano due piccoli angoli € 1e6 @nlaverticae.

a) Assumendo per le cariche g1 = Q, 02 = 2Q e per le masse my = mp = m, si determini il rapporto
6 p >



b) Assumendo ancora per le cariche g = Q, ¢ = 2Q ma per le masse my = m, mp = 2m, S
ridetermini il rapportod /6 ».

c) Sidetermini sianel caso @) che nel caso b) ladistanzad trale due sfere cariche in funzione delle
grandezze note.

Suggerimento: Usare le approssimazioni valide per piccoli angoli.

Soluzione;

Latensione di ciascuna corda bilancia la componente lungo la corda di tutte le altre forze, quindi
non resta che bilanciare le componenti ortogonali ala corda della forza di gravita e di quella
el ettrica agenti su ciascuna carica.

Laforzaelettricavalein tutti i casi:

_ 1 2¢?
ame, d?

a) Essendo m; = m, = m, in base allafigura s trovafacilmente che:

[Cmgsend, = F cosd,
Emgsené?2 =F cos,

ciog:

tang, =tand, = F
mg

dacui:

b) Essendo my = med mp = 2m, s hache:



Cmgsend, = F cosf,
ELP;_mgsenQ2 = F cosf,

cio&

ove s etenuto conto che gli angoli sono piccoli.
c) Ladistanza é data da:

d =I(sens, +sens, )=I(tané, +tan6,)=1(, +6,)
dunque, per mp=m;=me:

ey F_2 1 2°

mg mg4me d°
cioe:

Q7 1
mg 77,

dunque, per mpy =med m, =2meé:

S B P P
mgl 20 2 mg 2mgdmng d?

ciog:

Problema 3

Una sferetta puntiforme di massa m e carica g € sospesa ad un punto O mediante un filo lungo I, in
prossimita di una distribuzione pianainfinitadi cariche con densita superficide o (\eere figura).

d) Cacolareladistanzadi equilibrio d; della sferetta dal piano carico sapendo che la distanza fraiil
piano carico ed il punto O éd.

e) Calcolare ladistanza di equilibrio d, della sferetta dal piano carico nel caso in cui venga posto
un secondo piano con densita superficiale -0 inposizione specul are.



f) Comevariad, se s raddoppialadistanza del piano carico negativamente dal punto O?

[m=10g;q=-2uC; | =10cm; o =86,7 pC/lcm* d=10cm; £ (885102 C*N'm

Suggerimento: latensione ddl filo assume qualsiasi valore necessario affinchéil filo non si alunghi
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Soluzione;

a) Laforza elettrica F e orizzontale, mentre il peso € verticale: laloro risultante deve essere diretta
lungoil filo, cioé formaun angolo 8 anlaverticae, cioé con il peso. Dungue:

Dallageometriadel problemasi ricava:

tané

Jl+tan’ @

d,=d-Iserd=d-I =2,93cm.

b) Il campo raddoppia, dungue anche laforza elettricae latangente di 6 eddoppiano. Quindi:

2=d

2
d, =d-I -1-£
? 1+4 J5

=1,06 cm.

¢) Il campo generato da un piano carico indefinito € indipendente dalla distanza. Percio spostando il
piano non cambia nulla.

Problema 4



Tre piani indefiniti paralleli sono uniformemente carichi con densita superficide o 1= 0 , 0 &,
o3=0 (vedere figura). Determinare il campo elettrostatico nello spazio esterno ai piani e nelle
intercapedini trai piani.

o =88,6 nC/m% d=10cm; £ 0=886 10" C°N™'m?]

Suggerimento: il campo €elettrico generato da un piano indefinito uniformemente carico €

- 0 . R .
E =—n, con n versore normale al piano.

o
P1 |

Prendendo come positivo il verso dell’ asse disegnato in figura, basta eseguire le somme algebriche
dei campi dei vari piani:

Q
Q
N
Q

w

PZ P3

++ + + [+ + + + +
]
++ + + [+ + 4+ + 4

Soluzione;

1. InPyeP4il campo enullo.

2. InP &
E=2 =10kv/m
80
3. InPs€&
E=-2 -_10kv/m
EO
Problema 5

Il campo elettrico E @ uniformein tutti i punti del piano (x, y) comein figura

a) Dimostrare che detto campo é conservativo.



b) Calcolareladifferenzadi potenzialefrai punti AeB ed il lavoro compiuto per spostare la carica
negativa -q dal punto A a punto B.

c) Determinare se |’energia potenziae calcolata in A e diversa da quellain B e se Ux — Ug €
positivo 0 negativo.

Suggerimento: per dimostrare che il campo elettrico € conservativo, si puo usare sia la condizione
di circuitazione nulla, siaquelladi rotore nullo.

m

45°

Soluzione;

a) Laforzaelettrica F & orizzontale e costante, quindi il lavoro &il prodotto di F per la componente
orizzontale dello spostamento totale ed e positivo quando ci si sposta nel verso positivo delle X,
negativo quando ci si sposta nel verso opposto. Se s calcolala circuitazione, 1o spostamento totale e
anullo priori, quindi lacircuitazione € nulla. Ergo il campo e conservativo.

b) Detta d la distanza AB, per quanto osservato nel punto a), essendo il potenzialeil lavoro per unita
di carica, S ricava

Vg — VA = Edcos 45° = E—d

V2

Il lavoro dal punto A al punto B & semplicemente il prodotto della differenza di potenziale per la
carica

_QqEd
_\/E )

¢) Per introdurre I’energia potenziadle occorre fissare un’ascissa di riferimento. Prendendo per
semplicita quella del punto A, € evidente che, mentre Ua € nulla, Ug € uguale a Wag, quindi
negativa.

Pertanto, Ua — Ug € positivo (la carica & negativa).

Was =-q (Vg — Va) = -gEdcos 45° =



Problema 6

In un tubo catodico, un elettrone e accelerato orizzontalmente da una differenza di potenziae V..
Dopo aver subito questa accelerazione viene fatto passare attraverso due piastre piane paralele
orizzontali lunghe | e poste alla distanza d, frale quali € mantenuta una differenza di potenziae V
(figura).

a) Nel riferimento dellafigura, qual eil vaore di y, tale che gli elettroni sfiorino I’ estremita della
piastra positiva quando escono dalle piastre stesse?

b) Con quale angolo@ s muovono gli elettroni dopo aver attraversato | e piastre?
[Ve=20kV;V=200V;|=6cm;d=1cm; emelettrone= 1,7 10" C/kg]

Suggerimento: s trascurino la forza di gravita e la velocita dell’ elettrone quando parte dal
filamento del tubo catodico.

Soluzione:
Le due piastre sono lunghe rispetto alaloro distanza, percio si pud approssimare il campo el ettrico

fradi esse con quello (uniforme) dovuto a piastre infinite e dato da V/d.
La velocita v, all’ingresso delle due piastre (x = 0) e data dalla conservazione dell’ energia nel

cannone €l ettronico:

ciog:

V, = ‘/ﬁvc =82,510° m/s
m

con v direttalungo I’ asse x.



a) Il moto fra le due piastre ha la componente x uniforme di velocita vV, e la componente x
uniformemente accel erata con accel erazione:

eV

md -

Percio yp € la distanza percorsa in direzione y nel tempo impiegato a percorrere una distanza | in
direzione x:

b) Latangente di & edata dal rapporto delle componenti dellavelocitaal’ uscitadalle piastre.
La componente X € ancora Vo, mentre la componente y € quella raggiunta nel tempo di volo I/vo:

Dunque latangente di@ &

Con un similevalore, @ ecircauguale alla suatangente.

Problema 7

In una sfera uniformemente carica con densita p ecentro in O, € praticata una cavita sferica di
centro O, con superficie tangente ala superficie esterna e passante per O,, al’interno della quale
c’eil vuoto.

Determinare |’ espressione dellaforza F esercitata su una carica puntiforme g posta:

a) nel punto P adistanza D da O, rappresentato in figura

b) nel centro O, della cavita.

Suggerimento: s ricordi che0=p -p .



Soluzione:

Occorre usare il principio di sovrapposizione con un po di originditaz come detto nel
suggerimento, 0 =p +(- p )vale adire che la sfera con una cavita vuota e equivaente ad una sfera
piena piu una cavitariempita di cariche negative di densita uniforme- o .

a) Per il punto esterno P, le due distribuzioni sferiche sono equivalenti a due cariche puntiformi Q
e Q. poste nei loro centri O; ed Ox:
gg 4R
3
l
Q, =
Ehe

Le distanze da P sono ovviamente D e D - R/2, per cui laforzarichiestavale:

D 0
0
quﬂl 1 B ,01 1 (.
- =—pPR - P
" ar ED2 RO 3¢ 2 2(2D -RY
& SEb *gD 0 ( )D
O 20

dove P @il versore orientato da 0O, aP.

b) Dentro una sferadi densitadi carica costante, il campo el ettrico &:

E :Lf'
3,

Ma O, eil centro della sfera piccola, quindi ¢’ e solo il campo generato dalla sfera grande, per cui la
forzavale:

perche ladistanza dei centri e R/2.

Problema 8

Si consideri una distribuzione sferica omogenea (raggio R) di cariche positive (caricatotale Q), che
presenta una cavita sferica (raggio r = R/4) comein figura.

Calcolare il campo elettrostatico E nei punti O, C, ed A.



Suggerimento: si ricordi la sovrapposizione degli effetti.

Soluzione:

Densitadi carica:

_Q  _48Q

- Q
p_ =
:H.(Rs_rs) 4,7%3_R3E 63 7R’

3 64

Per il principio di sovrapposizione, il sistema e equivalente a due sfere piene di densitadi caricap e
raggio R e densitadi carica-p eraggio r. Dunque nei tre punti richiesti il campo e paralelo al’ asse
X e

a)inO:
E: P )?:—iLZA
3, 21mgR
b)in C:
E:ﬂ)’i:i Q 25\(
0 21ngR
c)inA:

Problema 9



Tre particelle di caricaq sono postein tre dei vertici di un rombo aventei lati e la diagonale minore
di lunghezza a (figura). Determinare:

a) |’energiapotenziale elettrostaticadi questa distribuzione di carica

b) il lavoro da compiere sul sistema per portare una quarta particella, pure di carica g, dal’infinito
fino al vertice libero del rombo

c) il valoredel campo elettrico E nel quarto vertice,

Suggerimento: s ricordi che il potenziale generato da una carica puntiforme g in un punto P a

q
4reyr

distanzar dalacaricavale V =

,conlacondizioneV,_ =0 per r - oo,

Soluzione:

a) Basta sommare |e energie potenziali dovuti alle tre coppie di cariche puntiformi:

2
U, =32
4rrg,a

b) E' semplicemente il prodotto della quarta carica per il potenziale generato dalle tre cariche
puntiformi nel quarto vertice, cambiato di segno:

_ g g g a By 1{
W =- + + —
qum:oa Amga Amgan/3 E dngan 30

¢) Basta sommare vettorialmente i campi dovuti ale tre cariche puntiformi:

l

\/_q+q%:q3\/§+b

d
2 4mga’  4re,3a’ Amga® 3

ove d @il versore diretto come la di agonale maggiore, uscente dal vertice carico.

Problema 10



Tre cariche puntiformi sono nei vertici di un triangolo equilatero di lato d. Le cariche g; e ¢, sono
negative e valgono g; = ¢ = -g, mentre la carica gs € positiva e vale gz = 2g. Calcolare il potenziae
elettrico Vo nel punto Py di coordinate X e Yo Sia direttamente sia nell’ approssimazione di dipolo.

[d=10cm; g=1uC; Xo=0; yo =40 cm]

pcosa

Suggerimento: s ricordi cheil potenziale generato da un dipolo adistanzar >>dvaleV = 4 >
TIEN

con p momento di dipoloe a agoloformatoda p er .

Po

03

0[] d o)) X

Soluzione;

a) |l potenziae eettrico € lasommadi quelli generati dalle tre cariche:

ciog:
O O
2 . 1 1 .
_ 49 U 0_
V, = - =15,3kV
° 47T‘90\E{yo_d) qu+ ZB
H 2o °H

b) Il momento di dipolo totale e paralelo dl’assey, evae:
p=qdy/3.=1,73107 Cm

perché & lasommadi due dipoli uguali diretti comei lati obliqui del triangolo. Il dipolo risultante s

puo considerare posto nel baricentro geometrico del triangolo x, =0, y, = a4 =29 cm:

2.3



Problema 11

La distanza tra le armature di un condensatore piano carico (densita di carica superficiale o )

disconnesso dalla batteria € L. Una lastra piana conduttrice viene inserita tra le armature del

condensatore, paralelamente ad esse(figura). Lo spessore della lastra € d < L; la lastra €

el ettricamente neutra.

¢) Quanto valeladensitadi caricaindotta sulla superficie dellalastra?

d) Di quanto varia percentualmente la differenza di potenziale tra le armature del condensatore
dopo che lalastrametallica e stata introdotta?

Suggerimento: s ricordi laformuladel condensatori collegati in serie.

+
q
o
|
Q

+ + 4+ + 4+ + + + + +
]

Soluzione:

a) Ladensitadi caricaé +o sllafaccia della lastra rivolta verso I'armatura negativa, -0 sll’dtra
faccia.

b)Dobbiamo confrontare la differenza di potenziale di un condensatore di capacita:

S
C:EOE

dove S e la superficie di un’armatura, con la differenza di potenziale di una serie di due
condensatori (caricati con la stessa caricadi quello originario) di capacita



C, zsoi eC, zeoi
Ll L2
rispettivamente (L, e L, sono ovviamente le larghezze dei due condensatori).
Lacapacita serie €

— ClCZ -~ EOS
T C+C, Lt

conlacondizione L, +L, =L-d.

Dunque:
9_9 &S &S
AV,-AV _C, C_ | | -d__d
AV q £0S L
C L-d

valeadire cheladifferenzadi potenziale diminuisce in percentuale sul valoreiniziale.

Problema 12

Tra le armature di un condensatore piano € applicata una differenza di 4 V. ladistanza tra le
armature € d. Nel’istante in cui un eettrone (massa me) S stacca, con velocita iniziae nulla,
dall’armatura di carica negativa, un protone (massam,) si stacca, con velocitainiziale pure nulla, da
guelladi carica positiva (figura). Determinare:

c) il rapporto trale velocita delle due particelle quando urtano le armature

d) aqualedistanzay dall’ armatura positivale due cariche si incrociano.

K V=1600V; d=4cm; me=9,11 10> kg; m, = 1,67 10*" kg]

Suggerimento: s trascurino laforza di gravitael’interazione trale cariche.

PR VL S




Soluzione;

Campo dlettrico:

E :ﬂ
d
Accelerazioni:
ae = __eE = —iﬂ
m, m, d
per |’ elettrone, e
ap :iE :iﬂ
m m, d

per il protone.

a) Applicando la formula che lega la velocita di un moto rettilineo uniformemente accelerato ala
posizione, si ha

H. =42a.d
O
e = 2apd
dacui:
k = & = ﬂ =428
Y, m

Eye :%aet2 +d
D

_1
@/p —Eapt

Le particelle si incrociano quando Ye = Yp, CiO€:
a
t= 2d ;ypzlap d___ & d=—"Te d =22pum.
a,-a, 2 "a,-a, a,-a, m, +m,



