V - Meccanica rotazionale del corpo rigido

Un corpo rigido puo ruotare oltre che traslare. 11 moto traslatorio € descritto specificando quello del
centro di massa.

Rotazione intorno ad un asse fisso.

Quando un corpo rigido (idealizzato come un insieme di punti materiali le cui mutue distanze sono
fisse) ruota intorno ad un asse fisso, ogni suo punto e fermo rispetto agli altri. Pertanto le rotazioni
intorno ad un asse fisso S possono descrivere mediante un solo angolo & :Seun punto ruotadi @ , g
altri sono costretti aruotare dello stesso angolo.

Di conseguenza, tutti i punti del corpo rigido hanno la stessa vel ocita angolare:

dé
w=——
dt

e la stessa accel erazione angolare:

_dw _d?%6
Q=—=——
dt dt?

Sia & che g sono vettori con la direzione dell’ asse di rotazione (preso di solito come asse z) ed il

verso dato dalla regola della mano destra.
Si definisce momento d'inerzia del corpo rigido rispetto all’ asse di rotazione la grandezza:

IzzmiRiz

dove R; éladistanza dall’ asse del punto m.
La definizione pud essere estesa ad un corpo continuo:

| :JA’dem

Uno strumento utile per la valutazione del momento d’inerzia € il teorema di Huygens-Steiner (0
dell’ asse parallelo). Questo teorema afferma che il momento d’inerzia di un corpo rispetto ad un
asse qualsias é dato da:

| =1, +Md?

dove Icu € il momento d'inerzia rispetto all’ asse parallelo a quello dato e passante per il centro di
massa, M lamassa del corpo ad ladistanzatrai due assi.

Il momento angolare (0 momento della quantita di moto) L, di un corpo in rotazione attorno
all’ asse fisso z e dato da:

Per rotazioni di un corpo rigido simmetrico attorno ad un asse di ssmmetria, il momento angolare &



L=l«

Quando un corpo rigido ruota attorno ad un asse che non & di simmetria, il momento angolare L
puo non essere parallelo e concorde rispetto alavelocita angolare & nel qual caso il corpo € in una
condizione di squilibrio dinamico e la direzione del momento angolare L varianel tempo (anche se
& & costante: & questo il caso dellaprecessionedi L ).

Il teorema del momento angolare (2* equazione cardinale della dinamica dei sistemi di punti) &,
nellaforma piu semplice:

d_E M(E)

dt

con M ® momento totale delle forze esterne calcolato rispetto a polo O. Anche L & calcolato
rispetto allo stesso polo. Il polo O deve essere fisso rispetto a riferimento scelto.

Nei moti di rotazione attorno ad un asse fisso il concetto di forza € letteralmente sostituito da
guello di momento della forza, quello di massa dal momento d'inerzia, e I'accelerazione € quella
angolare. Tra queste grandezze vige infatti un’analoga relazione che lega forza, massa ed
accelerazione:

M ) =%(| W)= ,a

Se M® & costante, alloraanche a & costante e le equazioni del moto rotatorio divengono:

]

Lr = costante
[]

[Ww=w, +at
]

(=6, +a)0t+%at2

|

W =w? +2a6-6,)

dovew oef osono i vaori inizidi (t = to = 0) della velocita angolare e dell’ angolo che definisce la
posizione iniziale. Queste equazioni sono analoghe a quelle del moto rettilineo uniforme in una
dimensione.

L’ energia cineticadi rotazione di un corpo rigido che ruota attorno ad un asse fisso z &

mentre il lavoro fatto dal momento M ® assume laforma:




w :jM§E>d0

Se M,® & costante, allora W=MP(8-6,)
Il teoremalavoro — energia & dato da:

[

W =JM§E’d9 =E, - E,

Seil momento risultante delle forze agenti sul corpo & nullo, cioé dL/dt =0, allora:

—

L = costante.

Questa e la legge di conservazione del momento angolare per un corpo in rotazione. Se il momento
d’inerzia e costante (come per un singolo corpo rigido) la conservazione del momento angolare
equivale all’ affermazione che lavelocita angolare & € costante nel tempo.
Per sistemi pit complessi, in cui il momento d’inerzia puo variare (basta che ci siano due corpi
rigidi interagenti), la conservazione del momento angolare & uno strumento potente nella soluzione
di problemi e puo caratterizzare il sistema dinamico ad ogni istante.

[l momento risultante delle forze esterne

M (B = Z(ﬁ x,fi(E))

sara automaticamente nullo per i sistemi isolati, ma pud essere nullo anche quando F® #0,
essendo in tal caso essenziale la sceltadel polo rispetto al quale si calcolano i momenti delle forze.

Rototrasl azione senza strisciamento.

Nel rotolamento il moto traslatorio € combinato con quello rotatorio. Oggetti con raggio r che
rotolano senza strisciare hanno la velocita angolare w davelocita del centro di massa vew legate
dallarelazione:

Vey =T

L’ energia cinetica di un corpo che rotola senza strisciare € la somma della sua energia cinetica
rotazionale attorno all’ asse di rotazione baricentrico e di quellatraslazionale del centro di massa:

E :%(ICM + Mr2 J? :%ICMwZ +%MVEM

c

Staticadd corpo rigido.

La statica puo essere vista come un caso limite della dinamica: quello in cui "tutto € fermo", anche
seci sono forze.
Le condizioni da applicare sono quindi due:



> F® =0 per non avere moti di traslazione
I

Z rxF® =0 per sopprimere le rotazioni
1

Per applicare queste condizioni € necessario conoscere non solo le forze esterne, ma anche i loro
punti di applicazione. La gravita agisce come se fosse applicata a centro di massa del corpo rigido.
Il polo rispetto a quale si calcolano i momenti delle forze deve essere scelto con cura, onde
semplificare al massimo la risoluzione del problema Conviene anche scegliere un riferimento
cartesiano opportuno: ale due equazioni vettoriali dell’equilibrio corrispondono sei equazioni
scalari.

Problema 1

Determinare le lunghezze dei pendoli semplici aventi medesimo periodo di oscillazione di due
pendoli composti quadrati di lato | e vincolati a ruotare attorno all’ asse orizzontale passante per il
punto medio di uno dei lati e perpendicolare a questo | ato.

| due quadrati sono formati:

uno da quattro masse puntiformi uguali collocate nel vertici ed unite da asticelle rigide di massa
trascurabile

I’ altro da quattro aste rigide omogenee ed uguali.
Come cambierebbero i risultati se i pendoli fossero vincolati a ruotare attorno ad uno dei lati del

quadrato?
Indicare con mlamassatotale del pendolo.

Suggerimento: il periodo di un pendolo composto &

[
T=2m|—2"
mgd

con I, momento d'inerzia del pendolo rispetto all’asse di oscillazione e d distanza del centro di
massa dall’ asse.




® @
a) b)
® o —
® @
a) b')
Soluzione:

Asse perpendicolare a piano del foglio (fig. @) e b)):

detti 1, il momento d’inerzia delle masse puntiformi e I quello delle aste omogenee, si trova:

. :m@g+%g+glz+glzgzgmlz

Per lavalutazione di | si € prima calcolato il momento d’inerzia rispetto a centro di massa e poi si
e utilizzato il teorema dell’ asse parallelo.
Il braccio dellaforza peso e ladistanzad del centro di massadall’ asse:

d :I_
2
Il periodo del pendolo &
0 I I’
[T, =2m, | —— =2m il:271/—p
E mgd 29 g
ELI'C:27T . =2 7—|=27T|—°
H mgd 69 g

con Ty, Te, I'p, I'c periodi e lunghezze dei pendoli semplici equivalenti.
Quindi:



©
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Asse orizzontale passante per il punto medio di uno del lati(fig. &) eb’)):
detti 1, il momento d’inerzia delle masse puntiformi e I quello delle aste omogenee, si trova:

gp =2z =Ly
4 2

0 2 2 2
Dc =2 |_+m|_ ml_:im|2
H 412 4 4 4 12

Per lavautazione di I si € prima calcolato il momento d’inerzia rispetto al centro di massa e poi S
e utilizzato il teorema dell’ asse parallelo.
Il braccio dellaforza peso € ladistanzad del centro di massa dall’ asse:

Il periodo del pendolo €&:
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con Ty, Te, I'p, I'c periodi e lunghezze dei pendoli semplici equivalenti.
Quindi:

©

grlan=!
i
o|a

Problema 2

Due corpi sono appesi mediante fili ideali a due pulegge solidali fra loro e girevoli attorno ad un
asse comune, come illustrato in figura. 11 momento d'inerzia complessivo e | ed i raggi dei dischi
sono Ry ed Ry. | fili non dlittano nelle gole delle pulegge.

a) notamy, S trovi m, tale cheil sistemasiain equilibrio



b) posta delicatamente una massa mz sopra my, S trovino |” accelerazione angolare dei dischi e le
tensioni dei fili.

[my =24 kg, mg=12kg; Ry =1,2m; R, = 0,4 m; | = 40 kgm?]

Suggerimento: utilizzarei momenti delle forze.

Soluzione:
a) Lacondizione di equilibrio &
mgR =m,gR,

dacui:

m, ml% =72 Kkg.
2

b) Le equazioni del moto del sistema dopo I’ aggiunta di mz sopra ny, Sono:

(m, +my)g =T, = (m, +m, ),

2 ~M,g=m,a,

T,-RT,=la
0

= -2

H R R

ciog, eiminando le accelerazioni lineari:

T, + (my, + my )R = (m, +my)g
t, = msza:ng

HRT, -R,T, - 1a=0

Risolvendo il sistema, s trova:



DT (rnl+rns)(m2R22+m2R2Rl +I)g:294N

0Ty my)R? + R + |
2
0. (m+m)R’+m,R: +1
] _
m: (rnl+m3)R1 m2R2 g ::L4rad/§

A (m +m )R +m,RS +1

Problema 3

Unaruotadi Prandtl (figura) € formata da un disco di raggio R e massa M e da un cilindro di raggio

r e momento d'inerzia trascurabile rispetto all’asse di rotazione. Non c'e attrito ed il filo

inestensibile non dlitta sull’abero. All’istante t = 0, la massa m, inizidmente in quiete, viene

|asciata scendere.

a) Cacolareil tempo ty affinché lamassa m percorral’ atezza h.

b) Calcolareil numero corrispondente di giri compiuti dallaruota.

¢) Sul bordo della ruota e attaccato un magnetino di massa my e dimensioni trascurabili che
esercitaunaforza F sul disco. Verificare se a tempo to il magnetino & ancora attaccato a disco.

[M=05kg; R=02m;r=2cm;m=1kg; h=2m; mp=0,01kg; F=5N]

Suggerimento: il momento d’inerzia del magnetino e trascurabile. Quando la ruota € in rotazione
sul magnetino agisce laforza centrifuga

Soluzione:
a) Momento d’'inerzial dellaruotadi Prandtl:
| =MR? = 0,01 kgm®

Equazioni del moto del sistema (a = accelerazionedi m, T = tensione del filo, @ =axderazione
angolare):



Cmg-T =ma
El'rzla

0

=2

o r

Eliminando |’ accelerazione angolare e latensione del filo:
a
mgr=mar+ | —
r
cioe:

mr?

mr? + |

2
tO: 2_h: 2_hmr :l :3’23
a \g mr

b) Il numero di giri n efornito da un puro calcolo geometrico:

g

Dunque:

n :L =15,9giri.
27r

¢) Il momento d'inerzia del magnetino é trascurabile rispetto a quello della ruota di Prandtl, quindi
non ne ateralavelocita di rotazione. Percio, laforza centrifuga agente sul magnetino €

2
myw’R=m, _(a’:) =75N

per cui il magnetino si e gia staccato. Si pud usare anche la conservazione dell’ energia:

W 1 1 1 1 v?
h=—mVv’ +Zlw* ==mVv> + =1 —
%nog Zmo 2 ZmO 2 r?

E M, ;
ciog:

2m,ghr

2

=7,5N



Problema 4

Nel sistema indicato in figura la molla, di massa trascurabile, ha costante elastica k; la carrucola,
costituita da un cilindro omogeneo di massa M e raggio R, ruota senza attrito attorno all’asse O
disposto orizzontalmente. 1l filo che collega la molla, un cui estremo é fissato A, ala massam, e
inestensibile, di massa trascurabile e non dlitta sulla carrucola.

a) Cacolarel’alungamento X, dellamollain condizioni di equilibrio.

b) Calcolareil periodo delle piccole oscillazioni della massam nel suo moto verticale.

Suggerimento: scrivere |I’equazione del moto verticale della massa m e quella della rotazione del
cilindro intorno all’ asse fisso.

- "

Soluzione;

Detto x lo scostamento della molla dalla posizione di equilibrio (che € anche I’ alungamento della
molla), positivo verso il basso, s ha:

OO0ghERg
I
|

dacui:

Questa e |’ equazione dell’ oscill atore armonico forzato:

M +2m
X + kx=mg

10



a) All’equilibrio X =0, per cui:

b) La soluzione é data dalla somma dell’ oscillazione libera e della soluzione al’ equilibrio Xo.
Il periodo e percio lo stesso dell’ oscillatore libero:

T =2 [2M*M
—

Problema 5

Un corpo rigido € cosgtituito da tre sharrette sottili identiche di massa m e lunghezza |, collegate fra
loro a formare una H (figura). Il corpo puo ruotare attorno ad un asse orizzontale passante per una
delle gambe della H. Partendo da fermo con la H in un piano orizzontale, il corpo ruota sotto
I’ azione della forza peso. Determinare la velocita angolare del corpo nel momento in cui il piano
dell’H éverticale.

Suggerimento: calcolare il momento d’inerziatotale.

}“’ I

Soluzione:

Il braccio dellaforza gravitazionale € la distanza del centro di massa dall’ asse, che, essendo il corpo
omogeneo, coincide con il centro geometrico e vale percio 1/2.
Detto | il momento d'inerzia, vale:

:Emlz +ml? :fmlz
3 3

Alloralaconservazione dell’ energiasi scrive:

11
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Problema 6

Una ruota di massa m e raggio r e assimilabile ad un disco omogeneo e ruota senza attrito in un
piano verticale attorno ad un asse fisso passante per il suo centro con una velocita angolare w . B
fermarelaruota, si preme un pattino contro il suo bordo esercitando unaforzaradiale F. Se primadi
fermarsi laruota compie n giri, qual éil coefficiente d' attrito 1 ,frail pattino ed il bordo dellaruota?
[m=1,4kg; r=23,0cm; w =840 giri/min; F =130,0 N; n=2,8]

Suggerimento: Calcolare il lavoro della forza di attrito e uguagliarlo alla variazione di energia
cineticadellaruota.

Soluzione:

Teorema dell’ energia cinetica:
% |w® = pFr2m

Dovel eil momento d'inerzia della ruota. Quindi:

lw? mrw?

U= = = 0’27
4rnFr  8rnF

Problema 7

Un sottile tubo rigido ed omogeneo, di massa M, ha a suo centro un cilindretto molto corto di
massa m (da considerarsi puntiforme) e diametro appena inferiore a quello del tubo. Il cilindretto
pud scorrere senza attrito dentro a tubo. Inizialmente il sistema ruota senza attrito con velocita
angolare w o intorno ad un asse verticale baricentrico. Ad un certo momento, per una lievissima
perturbazione (vedere figura), il cilindretto si sposta dalla posizione iniziale e viene espulso dal

12



tubo. In assenza di forze esterne, qual € la velocita angolare w @ tubo, quando il cilindretto
fuoriesce?

Suggerimento: Il momento d'inerzia del tubo sottile rispetto ad un diametro centrale pud essere
assimilato aquello di una sbarrettarigida.

Wo

S

Soluzione:

Conservazione del momento angolare:

|2
4

Dovel eil momento d’inerzia del tubo:

| = MI 2
12
Maadlora
la, M
a): 5 = wO
I M +3m
| +m—
4
Problema 8

Su una piattaforma circolare omogenea inizialmente ferma in posizione orizzontale di massa M e
raggio R, girevole senza attrito attorno all’ asse verticale centrale z, stafermo a distanzar dal centro
un uomo di massa m (vedi figura). Ad un certo istante I’'uomo comincia a correre lungo la

circonferenza di raggio r con velocita V' rispetto alla piattaforma. Determinare la velocita angolare
@ 00N cui ruota la piattaforma.

Suggerimento: w echiaramente misuratain un riferimento inerziale.

13



Soluzione:

Dettaw ylavelocita angolare dell’uomo in un riferimento inerziale, vale:
'=Fx(@, - @

u

E’nrza)u ~Ivrew=0
2
con & ed &, di verso opposto. Passando a moduli nella prima egquazione:
=r(w, +w)
E’nrzwu ~IvrRiw=0
2
Dacio s ottiene:

mrv

Hnrz + LRz H
C 2 T

Problema 9

La porta rettangolare mostrata in figura ha massa M, lati di lunghezzaa e b ed e vincolata a ruotare
in un piano verticale attorno al lato maggiore b. La porta, inizialmente ferma, viene colpita
orizzontalmente da un proiettile di massam e dimensioni trascurabili, ad una distanza d dal suo asse
di rotazione. La velocita del proiettile prima dell’ urto € v ed esso si conficca nella porta. Sapendo
che il momento delle forze d’ attrito vale My, determinare:

a) Laveocitaangolarew con cui la portaruota subito dopo I’ urto.

b) L’angolo totaledi rotazione & ddlaportadovuto all’ urto.

[M=2kg,a=15m;b=2m; m=50g; dzga;v:30m/s; Mf:%Nm]

Suggerimento: il momento d’inerzia della porta rispetto ad un asse parallelo a quello specificato e

passante per il baricentro vale | :1—12Ma2.

I 14




Soluzione;

Momento d'inerziainiziale della portarispetto all’ asse b:
1
=1, +MPBH = ya?
i 0 [2[ 3
Momento d'inerziafinale (dopo I’ urto) della porta rispetto all’ asse b:
|, = |O+MBQEET :1(3M +4m)a’
C30C 9
a) Conservazione del momento angolare:
2
mv—a=1,w

cio&

2a emv
w=mv

= =0,97 rad/s
31,  a(3M +4m)

b) Teorema dell’ energia cinetica:

1Ifa)Z:Mfé?
2
Vaeadire
| wZ 2.,2
=Y — 2V _5igrad
2M,  (3M +4m)M
Problema 10

Un disco omogeneo di massa M e raggio R, iniziamente fermo, é libero di ruotare senza attrito
attorno ad un asse fisso z orizzontal e passante per il suo centro O. Un proiettile puntiforme di massa
m viene lanciato con velocita vo (nel piano del disco) contro il disco, e lo urta in un punto P

15



individuato da un angolo 8 Inseguito al’urto il proiettile rimbalza con velocitaVv' o in una direzione

cheformacon laradialein P il medesimo angolo 8 .Rdto chel’ urto sia elastico, determinare:
¢) Laveocitaangolarew dd disco dopo I’ urto.
d) il rapporto fralamassadel proiettile me quelladel disco M.

[R=30cm; vo=30m/s, 8 =60° Vo =2m/g

Suggerimento: 1l sistema e formato da disco piu proiettile, percio scegliere come polo il punto O e

tener conto del momento angolare del proiettile.

Soluzione:

| principi di conservazione del momento angolare e dell’ energia sono:

msirg(v, - v, )= lw

a) Il rapporto delle due equazioni non contiene le masse:

w= w = 46,2 rad/s
Rsiré

b) Notaw , il rapporto delle masse si ottiene facilmente da una delle due equazioni di partenza:

m = Re = VO * V,O
M 2sinf(v, -Vv,) 2sin?6(v,-V',)

=1

Problema 11
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Un rocchetto omogeneo di massa M raggio di golar e raggio esterno R rotola senza strisciare su un
piano orizzontale. L’ asse AA e |’ asse di istantanea rotazione (figura). Al filo avvolto sul rocchetto e

applicata una forza costante IfO orizzontale, che si pensa situata sempre nel piano verticale passante
per il centro di massa C del rocchetto. Trovare quanto valgono:

a) |accelerazione &, del centro di massa;

b) laforzadi attrito radente Ifa complessiva sul rocchetto (e attrito statico o dinamico?);

c) I'accelerazione angolare del rocchetto;

d) direseil filos avvolge o s svolge e perché.

Suggerimento: Calcolareil momento d’'inerziatotale del rocchetto.

R
v
r
v
> | e |
F F,
A A A

Soluzione 1:

Equazioni del moto del centro di massa e della rotazione attorno al centro di massa:

Hfoﬂfa:M
(]

Erxlfoﬂ?{x

Qi

C

|

a —

1 MR*d
2
Cioe, scelto come verso positivo dell’ asse di rotazione quello entrante nel foglio:

H:O _Fa = Mac

E—rF0 +RF, :%MRaC

Nella seconda equazione si € usata la condizione a, = Ra (rotolamento senza strisciamento).
Risolvendo il sistemasi ottiene:

17



O 2R-r
ﬁc:_—FO
: 3 MR
_2r+R
H:a_ 3R Fo

Le risposte ai quesiti @ e b) s ottengono aggiungendo che &_e paralela a Ifo, mentre F, €

a
antiparallelaa F,. Inoltre |’ attrito & statico, altrimenti il rocchetto striscerebbe.
¢) L’ accelerazione angolare € data dalla condizione di rotolamento senza strisciamento:

a=-—L
R

d) Il filo s arrotola, perché deve rimanere teso mentre il rocchetto rotola senza strisciare.
Soluzione 2:
Traslazione del centro di massa e rotazione attorno a punto di contatto:
%Ifo +F, =Ma,
E(—H R)xF, = @%MR2 n MRZEA}
Per calcolare il momento d'inerzia rispetto all’asse di contatto, si € usato il teorema di Huygens-

Steiner. Orientando |’ asse di rotazione nello stesso verso della soluzione 1 ed impiegando ancora
unavoltala condizione di rotolamento senza strisciamento a, = Ra , S ricava:

O_Fa:Mac

aR—r)FO ngRa\:

Lasoluzione del sistema e molto semplice, e fornisce:

0 _ .
%ac 3 MR °
_2r+R
H:a_ 3R Fo

Problema 12
Un bambino di massam s sposta lungo una scalaa pioli di massa M e lunghezza L. Non c'é attrito

su entrambe |e estremita della scala, che é trattenuta in basso da una corda ideale orizzontale che si
spezza oltre una tensione massima Ty (figura).

18



a) Qua e latensione della corda quando il bambino dista d = L/3 dall’ estremita inferiore della
scala?

b) Qua e la distanza massima dmax dal’estremita inferiore della scala che il bambino puo
raggiungere senzarompere la corda?

Suggerimento: utilizzare le equazioni dell’ equilibrio del corpo rigido.

HZL
w

Mg

Zi
N

>
—

Soluzione:

Equilibrio delle forze e dei momenti delle forze rispetto a B:

EDEED

(m+M)g
0
DI'LS|n6’+§n(L d)+M—%cos€ N, L cosf

T

a) Latensione dellafune si trovarisolvendo il sistema scritto sopra:

_O.d M
T= [Emt+7[Egcot9

b) Basta uguagliare a Trax latensione dellafune trovatain @) erisolvere in dyax:
g “ZE T _ﬂ@r
gcotd 2m

Problema 13

Un cavo ideale orizzontale (figura) sostiene un’asta uniforme, di lunghezza | e massa M,
incernieratain A e con |’ estremo B ad atezza h sopra A.

19



a) Quanto valelatensione del cavo?

b) Seil cavo vienetagliato, quanto vale |’ accel erazione angolare dell’ asta nell’ istante in cui il cavo
viene tagliato?

¢) Quanto vaelavelocitaangolare dell’ asta quando essa raggiunge la posizione orizzontal €?

[M=50kg;|=5m; h=4m]

Suggerimento: il momento d’inerzia dell’ asta rispetto all’ asse passante per I’ estremita é: | :EMIZ.

Soluzione;
a) Equilibrio dei momenti rispetto ad A:
d
Mg— =Th
g 2
ciog:
d

T=Mg— =184N
2h

b) Momento d’inerzia dell’ asta rispetto ad A:

1 =Lmi2
3
L’ accelerazione angolare e data da:
M E)
a=
I
Accelerazione angolareiniziale:
a= gi:% = 1.8 rad/s
21 2
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¢) Conservazione dell’ energia meccanica:

Velocita angolare quando I’ asta tocca terra:

|2
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